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Modell teilweiser asynchroner Algorithmen

Entspricht im wesentlichen dem vollstéandig asynchroner Algorithmen:
X1, X,,...,X, Teilmengen euklidischer Raume
X:X1XX2X"'XXn
= (r1,%9,...,x,) €X mitx; € X, firi=1,...,n
le—>XZ izl,...,n

Wir betrachten folgende asynchrone Iteration

Q?Z:fl(QZ), z'zl,...,n

Diese Iteration ist vollstdndig bestimmt durch

(a) Anfangsbedingungen z(t) € X fiir jedes t <0

(b) T = {ti,t4,t5, ...} mit 0 <t} < ¢! <ty < ..., den Zeitpunkten zu denen ein Update von z;
erfolgt (i =1,...,n).

(c) 7j(t) fiir jedes i, € {1,...,n} und t € T", welches angibt wie veraltet der Wert von z; ist, der
fiir das Update von x; zur Zeit ¢ verwendet wurde; 0 < 77(t) < t.
Um die Analyse der Algorithmen zu vereinfachen sind fiir T;(t) auch negative Werte erlaubt,
deshalb werden Anfangsbedingungen auch fiir negative ¢ gefordert.

Der asyncrhone Algorithmus fiir ¢ > 0 wird beschrieben durch

ri(t+1) = z(t) fiir t ¢ T
zi(t+1) = filzi(71(1), 22(75(1), .. wa(7i(t))  firt € T
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Scenario: Spezielle Wahl von T und 7}(t)

Fiir jedes festes Scenario ist x(t) fiir ¢ > 0 eindeutig durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Je-
doch konnen die Werte von z(t) fiir verschiedene Scenarien bei gleichen Anfangsbedingungen stark
voneinander abweichen.

Teilweise Asynchronitéit. Es existiert eine positive ganze Zahl B, so daf3

(a) fiir jedes ¢ und ¢ > 0 mindestens ein Element der Menge {t,t+1,...,t+ B — 1} zu T" gehort.
(b) t — B < 7/(t) fiir alle ¢ und j und t € T*
(c) 7i(t) =t fiir alle s und ¢t € T"

Zu (a): Jeder Prozessor fithrt wenigstens ein Update wihrend eines beliebigen Zeitintervalls der Lange
B durch.

Zu (b): Jeder Prozessor verwendet Informationen die nicht &lter als B Zeiteinheiten sind.

Zu (c): Beim Update von x; zum Zeitpunkt ¢ + 1 wird x;(t) verwendet. In ‘Message Passing Systems’
ist dies automatisch erfiillt, da der i-te Prozessor den Wert der Variablen z; speichert und
der einzigste Prozessor ist, der x; verdndern kann. In ‘Shared Memory Systems’ ist dies nicht
unbedingt erfiillt, kann aber leicht erreicht werden.

Es kann gezeigt werden, dafl ein sonst konvergierender Algorithmus nicht mehr konvergiert,
wenn (a) und (b) gelten, aber (c) verletzt ist.
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Beispiel 1

Die Zeitvariable ¢ mufl den Prozessoren nicht zugénglich sein. Sie mufl auch nicht der realen Zeit
entsprechen. ¢t kann z.B. ein Index fiir bestimmt Ereignisse wie Updates sein.

Wir betrachten dazu ein ‘Message Passing System’ mit n Prozessoren. Jeder Prozessor hat seine
eigene lokale Uhr.

Reale (globale) Zeit, den Prozessoren unbekannt: T

Lokale Zeit des Prozessors i zur realen Zeit 7: ti(7)
Positive reelle Konstanten (siehe unten): Aq, A
Lokale Zeiteinheiten die ein Update benétigt: As bis Ay
Maximale idle Zeit in lokalen Einheiten: As
Maximale lokale Zeitdifferenz zwischen zwei Updates von x;: Ag
Maximale globale Zeit fiir eine Ubertragung: Az

Die einzelnen Prozessoruhren kénnen nicht beliebig schnell oder langsam sein:
Al = 7| < |ti(7) = ti(T)| < Ag|lr = 7| V7,70

t sei eine Indexvariable, die um 1 erhoht wird wenn irgendein Prozessor ein Update ausfiihrt, ¢(7) ist
der Wert der Indexvariable ¢t zum Zeitpunkt 7. ¢ wird hier als Zeitvariable fiir das Modell verwendet.
Unter diese Vorrausetzungen sind (a) und (b) der teilweisen Asynchronitét erfiillt.

Idle Update
Az — Ay

T

1 1 1
Ll Ll Ll

Differenz zwischen zwei Updates

Asg
‘ |
! |
} Update/Idle }
>
7o 73 3 ) T4 Ty
| |
A7 A7
1st Broadcast 2nd Broadcast

(a):
As < [ti(12) — ti(m0)| < Ag+ A5 Ailra — 70| < [ti(72) — ti(70)| < As|a — 7o
A4 A A+ Ay A
42‘1 5’ U — { 4;; 5 A_ﬂ (n — 1) Updates maximal in 79 — 7

= t(7'0> +U > t(Tg) = (a)

:>—A3<| | <
Ty — T
a1, = 2 0] =

(b):
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Beispiel 2: Konvergenz fiir beliebiges B

)

Wir betrachten die lineare Iteration
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Die Fixpunkte von f(x) sind X* = {(z1,22) € R : 21 = 23}. Die synchrone Iteration z(t+ 1) = Ax(t)

z1(0)+22(0)
2

konvergiert gegen = = (y,y),y = in einem Schritt.

Asynchrone Iteration

Wir verwenden zwei Prozessoren ¢ = 1,2. Zu jedem Zeitschritt erfolgt ein Update der Variablen x;,
also 7" = {1,2,3,...}. Zu bestimmten Zeiten ty,ts,ts,... iibertragt jeder Prozessor den aktuellen
Wert von z;. Dabei nehmen wir an, dal keine Kommunikationsverzégerung auftritt. Somit erhalten

wir
SR AU I
Also
1 (tpyr) = Il(tk-&-zl -1) n x2(2tk.)
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= (1 — e)la(ty) — 21(t)] mn%zz(

Damit nimmt |xs(t;) — z1(fx)| ab. Hieraus folgt aber noch nicht die Konvergenz gegen ein Element

aus X*, denn hierzu muf [[;~,(1 — €;) = 0 erfiillt sein.
Es gilt z.B.

[e.9] [e.o]

2

flo-en- (5 40) - (1) () (22) -1

k=2 k=2

Wiihlt man also g1 — £ gro genug, so dafl ¢, < k2, dann konvergiert z nicht (vgl. Fig.). Hieraus

folgt, daf die Iteration im vollstédndig asynchronen Fall nicht konvergiert.

t —t
1) k+1—lk
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lim sup x,{t}, i =1
t-wo

lm inf o), i =12}

troo

1(0)

t Ho 1 t1:2\3 4 5 ty=6]7
1(t) 10 85 7.75 7.375 [10
t 16 10 10 115 12.25 12.625 |10

Fiir die teilweise asynchrone Iteration muf} ¢y, — ¢, < B sein. Also ¢, > (%)B und damit

Ogﬁ(l—ek H(l——)zli_)m <1_2iB)n:O
k=1 =

Damit konvergiert |x1(t;) — x2(tx)| gegen 0 und somit auch z(t;) gegen ein Element aus X*.

e Obige Iteration is ein Beispiel fiir einen Algorithmus der nicht vollstdndig asynchron konver-
giert, aber fiir jedes B teilweise asynchron konvergiert.

e Fiir solche Algorithmen gibt es normalerweise eine Funktion, die den Abstand von X* mifit
und mit der Zeit kleiner wird.

e Der Faktor mit dem diese Abstandsfunktion abnimmt hiangt jedoch von den Kommunikations-
verzogerungen ab. Wir miissen daher annehmen, dafl diese begrenzt sind um zu garantieren,
daf} die Abstandsfunktion mit einer festen Rate fllt.
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Beispiel 3: Konvergenz fiir kleine B

Wir betrachten nun die Iteration fiir den Gradienten Algorithmus zur Minimierung von QxTAa: mit
der Schrittweite 7.

1+e 1 1
x =z — yAzx, A= 1 14€e 1 =el +eel, 0<ex<l1
1 1 1+e
Die synchrone Iteration konvergiert fiir kleine v. Die vollstdndig asynchrone Iteration konvergiert
nicht.
Teilweise Asynchrone Iteration

Pro Zeiteinheit wird von jedem Prozessor ein Update ausgefiihrt. Die Variablen werden alle B Zeit-
einheiten iibertragen, also t, = kB. Dies ergibt

zi(t+1) = (=71 +e)zr(t) — v(w2(te) + 23(ts))
r3(t+1) = (L—v(1+e)zs(t) —v(@i(te) + z2(tr))

und damit
T1(tpgr) = (1 = y(L +€))z1(thpr — 1) — v(22(ti) + 23(tk))
(1 =1+ ) ’x1(terr — 2) — (V1 = y(1 + €)) +7) (w2(ti) + 23(t1))

=(1—7(1+e)Pai(ty) — 7(1 - ((114;66)))3 (z2(tr) + 23(t))
= (1 -+ )Pt + ST ) )

Analoge Gleichungen ergeben sich fiir 2o und x3. Damit
.T(thrl) = C%(tk)

a ff
C=[ 8 a B | =(a—-p3)I+ pe’

p B«
(1—v(1+e)? -1
= (1—-~(1 B =
(1-71+e€)”, 0 T
Die Eigenwerte von C sind a + 26 und a — 3 mit der Vielfacheit 2 (ee” hat die Eigenwerte 3 und 0,
wobei 0 die Vielfacheit 2 besitzt).
Sei nun v klein genug gewéhlt, so dal y(1 + €) < 1 gilt. Dann

2
g:gﬁ fir B — o0 :>04+25—>—1—+€=>\a+26|>1fﬁrgroﬁeB

Fiir grofle B gilt also

p(C) >1
womit die Iteration nicht konvergiert.
Ist B klein und ~ sehr klein, dann gelten die Abschitzungen

a=1—-By(1+¢e)+0("*) ~1—-By(l+e), 3 ~ — By
Dies ergibt fiir die Eigenwerte von C

a+20~1—By3+e), a— [ ~1— Bre
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Sei 7y so klein gewihlt, dal Bv(3 4+ ¢) < 1. Dann folgt, dal p(C) < 1 womit die Iteration fiir obiges
Scenario konvergiert.

Die Konvergenz laft sich auch noch auf eine andere Weise zeigen, die leichter zu verallgemeinern ist.
Dazu betrachten wir fiir kleine B und « (wie oben) und fiir ¢, <t <t

£a(t) = (1= 7(1+ ) Meaa(ty) + L0 1++€)€>t_tk =L (@1 (ta) + ()

~ To(te) — (t — te)y((1 + €)aa(ty) + 21 (tr) + w3(tk))

Damit ist 25(t) — x2(tx) = O(yB) und analog x3(t) — x3(tx) = O(yB). Somit unterscheidet sich der
Update

Bt 1) —ai(t) = —A((1+ s (t) + wati) + ws(ti)
vom synchronen Update

=L+ €)x1(t) + 22(t) + 23(t))

durch einen Faktor der Ordnung O(7?B). Also haben die veralteten Daten, die bei dem Update von
x1(t+1) verwendet wurden, nur einen Einflul der Ordnung O(B~?). Solange also B~y wesentlich kleiner
als 1 ist, sind die Auswirkungen der Asynchronitdt gering. Dies heifit, dafl der teilweise asynchrone
Algorithmus und der synchronen ndhrungsweise bis zur Ordnung O(y) das selbe Ergebnis liefern.
Wir wissen aber, dal der synchrone Algorithmus konvergiert, also konvergiert auch der teilweise
asynchrone. Ist By dagegen grofler als 1, dann liegt der ‘asynchrone Fehler’ in der Grofenordnung
des Updates selbst und ist damit grofl genug um Divergenz zu erzeugen.

e Obige Iteration ist ein Beispiel fiir einen Algorithmus der teilweise asynchron konvergiert, wenn
B Kklein ist und fiir grole B divergiert.

e Wenn die Verzogerungen klein sind, dann sind die Auswirkungen der Asynchrnonitét zu ver-
nachldssigen. Grofie Verzogerungen haben dagegen eine starken Einflufl auf die Konvergenz.
Dies tritt bei Iterationen auf, die eine kleine Schrittweite benttigen.
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Satz von Lyapunov

Betrachte die teilweise asynchrone Iteration

ri(t+1) = x4(t) firt g T
vi(t+1) = filaer(r(1), 22(75(1), .- wa(7, (1)) fiir t €T

Aus der teilweisen Asynchronitét folgt, dal (¢ + 1) nur von z(t), z(t — 1),...,z(t — B + 1) abhéngt
und nicht von irgendeinem z(7), 7 < t — B. Da Informationen é&lter als B nicht verwendet werden
fithren wir den Vektor

2(t) = (z(t),z(t —1),...,2(t — B+ 1))
ein. Der Wert von z(¢+ 1) kann nun aus z(t) berechnet werden und damit kann auch z(t+ 1) aus z(t)
ermittelt werden. Induktiv folgt nun daf fiir jedes Scenario und jede positive ganze Zahl s der Wert
von z(t + s) eindeutig durch z(¢) bestimmt wird. Ist f stetig, dann ist z(¢ + s) eine stetige Funktion
von z(t) fiir jedes s > 0 bei festem Scenario.
Wir bezeichnen die Menge der Fixpunkte von f mit

X'={reX:z=f(2)}
Weiter sei
Z=Xx"
und
Zr={(z",...;x") e Z: 2" € X}
Fiir jedes Scenario gilt
2(t)=2"€ 2" =>Vs>0z(t+s) = 2"
Satz von Lyapunov. Wir betrachten eine teilweise asynchrone Iteration. f sei stetig. Weiter

existiere eine positive ganze Zahl t* und eine stetig Funktion d : Z — [0,00) mit den folgenden
FEigenschaften

(a) Fiir alle z(0) ¢ Z* und fiir jedes Scenario gilt
A(=(t7) < d(=(0))
(b) Fiir alle z(0) € Z, fiir jedes t > 0 und fiir jedes Scenario gilt
d(z(t+1)) <d(z(t))

Dann ist jeder Grenzwert z* € Z der Folge {z(t)} ein Element von Z*.
Bemerkungen:

e d(t) mifit den Abstand von z(t) zur Menge Z*

e d(z(t)) fillt monoton

e Obiger Satz ist zu allgemein um sinnvolle Konvergenzraten zu liefern. Man jedoch zeigen, dafl
fiir lineare iterative teilweise asynchrone Algorithmen die Konvergenz geometrisch ist.

Beweis. Da f stetig ist folgt, daBl z(¢*) eine stetige Funktion von z(0) fiir jedes Scenario ist. Da auch
d stetig ist, ist d(z(t*)) eine stetige Funktion von z(0) fiir jedes Scenario.
Definiere

h:7Z—R, h(z(0)) = max{d(z(t")) — d(=(0))}

wobei dafl Maximum {iber alle méglichen Scenarien angenommen wird. Obwohl es unendlich viele
Scenarien gibt, betrachten wir nur ein Zeitintervall der Linge t*. Damit gibt es nur endliche viele
Moglichkeiten, denn wird haben nur eine endliche Zahl von Variablen T;(t), 0 <t < t* und jede dieser
Variablen kan nur B verschiedene Werte annehmen. Also wird das Maximum in der Definition von h
iiber eine endiche Anzahl von Elementen gebildet.

Fiir jedes Scenario ist d(z(t*)) — d(2(0)) eine stetige Funktion von z(0). Man sieht leicht, da das
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Maximum iiber eine endliche Zahl stetiger Funktionen wieder stetig ist. Also ist A stetig.
Weiter gilt fiir jedes Scenario und jedes z(0) & Z*

d(z(t")) —d(=(0)) <0
Also
V2 Z* h(z) <0
Beachte, daf§ aus der Existenz eines Scenarios, da mit z2(0) = z startet und ein z(t*) = Z erzeugt
auch die Existenz eines Scenarios folg, dal mit z(t) = z zur Zeit ¢ startet und z(t +t*) = Z zur Zeit

t 4+ t* erzeugt. Natiirlich gilt dies aus umgekehrt.
Deshalb ist obige Funktion h auch gegeben durch

h(2(t)) = max{d(z(t +17)) — d(=(1))}
wobei das Maximum wieder iiber alle moglichen Scenarien gebildet wird.
Sei nun das Scenario und z(0) fest gewahlt. Aus (b) folgt, dafi die Folge {d(z(t))} nicht wéchst. Weiter
ist sie nach unten durch 0 beschrankt. Also konvergiert sie gegen ein d*.

Sei nun z* € Z ein Grenzwert von {z(t)}. Weiter sei {{;} eine Folge, so daBl {z(tx)} gegen z*
konvergiert. Dann folgt

d" = klim d(z(ty + 1)) < klim d(z(ty)) + klim h(z(tg)) = d* + h(z")
Fiir alle z ¢ Z* gilt h(z) < 0, also folgt z* € Z* |
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